Szeregi liczbowe
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SZEREGI LICZBOWE, KRYTERIA ZBIEZNOSCI SZEREGOW

e (o to jest szereg liczbowy?
e (o to znaczy, ze jest zbiezny?
e Jakie sa rodzaje zbieznosci?

e Jak badac zbieznos¢ szeregow?




Definicja 1 (definicja szeregu)

Niech dany bedzie ciag (a,)qen. Utworzmy ciag {S,} nastepujacych sum:
S]_ = d4, 52 = d3 + do, 53 = a4 + do + e S]l = dq + d> + .. ‘l‘ﬂn.

Ciag {S,} nazywamy szeregiem liczbowym i oznaczamy:

dq +32+'”+an+'“ lub Zan.
n=1

Liczby  a;,a,,..,a, nazywamy wyrazami szeregu, a liczby S4,S5, ...,S, sumami

czesSciowymi szeregu.

W szczegolnosci: wyraz a, nazywamy wyrazem ogolnym szeregu, a S, — n-tg sumg
czesciows.




Definicja 2. (Przyklady szeregow)

a) Szereg Yo nia, gdzie « € R nazywamy szeregiem harmonicznym rzedu «.

’ Foow 1 = =
W szczegdlnosci szereg ).n—1— nazywamy szeregiem harmonicznym.
n

b) Szereg Y ,—-;(—1)"-a,, gdzie a, > 0 dla n € N; nazywamy szeregiem

naprzemiennymn.

¢) Szereg Yo ,a-q" !, czylia+aq+aq®+-++aq"+ .. nazywamy szeregiem

geometrycznym.




Twierdzenie 4. (Warunek konieczny zbieznosci szeregu)

Jezeli szereg ).,_;a, jestzbiezny,to lima, = 0.

—Ca

Uwaga:

1.Warunek odwrotny nie zawsze jest prawdziwy, tzn. z tego, ze lim a, = 0 nie musi

n—oo

wynikac¢ zbieznosc szeregu.

Warunek rownowazny do Twierdzenia 4-:

Jezeli lim a, nie istnieje lub nie jest réwna zero, to szereg Y.-;a, jestrozbiezny.
n—oo

Przyktad:

Zbadac zbieznos¢ szeregu:

nZ+3n+1

yoo DTFINTL b) ¥ y n+1
ﬂ) n=1 In2+4 ) n=1011 C} n=1n3+4

d) Lz (=17



Twierdzenie 5. (Zbieznos¢ wybranych szeregow)

1. Szereg Dirichleta Zlenlu jest

a) zbiezny dla a >1
b) rozbieznydla a=1
n—1

2. Szereg geometryczny o wyrazie ogélnym . ;a-q jest

a) zbieznydosumy S = i, gdy |ql <1

b) rozbiezny, edy |q| = 1.




Przyktad

a) Wyznacz x, aby szereg Yo (x? — 4)" byl zbiezny.

b) Wyznacz x, aby suma szeregu 2.,-;(log,x)® bylaréwna é

I
c) Zbadaj zbieznos¢ szeregu )., G) , w przypadku zbieznosci wyznacz jego sume.

Il
d) Zbadaj zbiezno$¢ szeregu X o, G) , w przypadku zbieznosci wyznacz jego sume.




Twierdzenie 6.

Jezeli szeregi ). —;a, oraz ),n—1b, sazbiezne odpowiednio do sumyai b oraz cjest

dowolng stata, to szeregi

Z;D:l(an + bn): Z;?:l(an - bn) ’ E?:l C*ap

sq zbiezne, przy czym
ZIT=1(EH+bn) =a+b, Zle(ﬂn_bn) =a—b, Zf:l ¢*ap =¢C"a

Twierdzenie 7.

Jezeli szereg ).,-;a, jestrozbiezny orazc # 0,to szereg ), -,C-a, tezjestrozbiezny.




Twierdzenie 8. (Kryterium porownawcze)

Jezeli wyrazy szeregu ).—,a, oraz ),,—, b, s3 nieujemne oraz istnieje liczban, € N, ze

dla kazdego n > ng spetniona jest nieréwnos¢ a, < by, to

1) ze zbieznosci szeregu ).n-; b, wynika zbieznos¢ szeregu ). -;ap,

2) zrozbieznosci szeregu ).,—;a, wynikarozbieznos¢ szeregu ), ;_,b,

Przyktad. Zbadac zbieznosc szeregu:

n 1

a) Z:T:lﬁ: b) Xin= 1“51“

o 1 1
, E)anﬂgzrﬁ. d)Eilﬁ. ) Xne1

11211'




Twierdzenie 9. ( Kryterium d’Alemberta)

Niech dany bedzie szereg }.,,_;a, o wyrazach nieujemnych.

An+1
an

1) Jezeli lim,_,, =g, g <1, toszereg ). _;a, jestzbieiny.

Apns1

2) Jezeli lim,, . =g, g>1, toszereg ) _;a, jestrozbieiny.

n

Uwaga

. . 7. (o . . . . P
ezeli lim —*1 =1, tokryterium to nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu
L—00 a

n

Przyklad. Zbadac zbieznosc¢ szeregu: a) Z;'lei—: , D) Zﬁ:lﬁ



Twierdzenie 10. (Kryterium Cauchye’go)

Niech dany bedzie szereg },,-;a, o0 wyrazach nieujemnych.

1) Jezeli lim Y/a, =g < 1, toszereg ),,-,a, jestzbiezny

n—oo
2) Jezeli lim §/a, =g > 1, toszereg ) ,-,a, jestrozbiezny.
n—oo

Uwagal. Kryterium Cauchye'go mozna stosowac do szeregow o wyrazach nieujemnych.

dn+1

Uwaga 2. Jezeli lim = 1, to kryterium to nie rozstrzyga o zbieznosci szeregu

n—oce ap

Przyklad. Zbadac zbieznos¢ szeregu:

2

a) Lo, (24) b) B nn (1)

int+1 n




Twierdzenie 11. (Kryterium calkowe)

Niech dany bedzie szereg )..,_; a, o wyrazach nieujemnych oraz niech ny € N,.

Jezeli funkcja f. okreslona na przedziale [ng, )
jest nieujemna, ciggla 1 nierosnaca,

to calka

f:] f(x)dx oraz szereg )., ,f(n)

sa jednoczeSnie zbieine lub rozbieine.
Przyklad. Zbadac zbieznosc szeregu:

. - 1
ﬂ'} Enzz—: b}’ Zn 1 2+1 ;"En 19”3

ninn




Twierdzenie 13. (Kryterium ilorazowo- poré6wnawcze)

Niech dane beda szeregi  },,—,Q, oraz ).,—-, b, orazniech istnieje liczban, € N, Ze dla

kazdegon > ny, mamy a, > 0,b,>0 oraz lim o — g, gdzie) < g < o, fo

n=—+00 L'n

szeregi Y n—1Q, 0raz Y.-, b, sa jednoczesnie zbiezne lub rozbiezne.

2n+1

Przyklad . Zbadac zbiezno$¢ szeregu a) X, b) Xn=iarc ctgn

nt+n+4 '’



Twierdzenie 14. (Kryterium Leibniza)

o0
n=1

Jezeli szereg naprzemienny ). °_.(—1)"-a, spelma warunki:

1)312322"'23“2...

2)lim,_, a, =0,

to szereg (D" -a, jest zbieiny.

(—*

In

Przyklad . Zbadac¢ zbieznos¢ szeregu »,7_,




Definicja (Bezwzgledna zbieznosc i warunkowa )

Niech dany bedzie szereg ).,,_; a,, o wyrazach dowolnych oraz szereg wartosci

bezwzglednych }.._ila,,| .

1) Jezeli ).;_qila,| jestzbiezny. to szereg ). _;a, tezjestzbiezny.

Wowcezas Y7, a, nazywamy bezwzglednie zbieznym.

2) Jezeli Y _qla,| jestnie jest zbiezny. ale szereg ).;,_; @, jestzbiezny
( z kr. Leibniza)

to ),_qa, nhazywamy warunkowo zbieznym.




Przyvklad .
Zbadaj zbieznosc¢ szeregdw o wyrazach dowolnych. w przypadku zbieznosci. okresl

. 1 100 ; 1
rodzaj: a) Y o(—1)"= b)Y (—1)" = c) Lomslln d) Xiso(-D)"~.

n?

100™




* Przyklad. Zbadaj zbieznos¢ szeregdéw o wyrazach dowolnych, w przypadku zbieznosci, okresl rodzaj

00

1
zbieznosci: a) Yii—o(—1)" % b) it (=" —

' 1
oo O O ZE(-D

Sprawdzamy, czy szereg jest zbiezny bezwzglednie?
Czyli sprawdzamy zbiezno$¢ szeregu Y —1lay| .

/N N\

VL Y

Sli Jesli nie,
Jesl fak Sprawdzamy, czy jest zbiezny z kryterium
Odp. Jest zbiezny bezwzglednie. p Y> €ZY ] y

@ Leibniza (L\j
4 Jedli tak 4
Odp. Jesli nie
Jest zbieiny Odp. Nie jest zbiezny

\ warunkowo 0
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